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Re´sume´
Un intervalle X d’un tournoi T est un ensemble de sommets de T tel que tout sommet exte´rieur a` X domine
ou est domine´ par tous les sommets de X. Nous caracte´risons les tournois dont tous les intervalles acycliques non
vides sont des singletons et qui sont critiques pour cette proprie´te´, c’est-a`-dire que la suppression d’un sommet
quelconque du tournoi donne naissance a` au moins un intervalle acyclique de plus de 2 sommets. Ces tournois
sont exactement ceux construits comme la composition d’un tournoi quelconque avec des tournois circulants. Ce
travail sur les intervalles acycliques a e´te´ motive´ par la recherche de structures ordonne´es dans des tournois pour
lesquels aucun ordre me´dian ne s’impose naturellement. Pour citer cet article : J.F. Culus, B. Jouve, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
Abstract
Tournaments without acyclic interval. An interval X of a tournament T is a vertex subset of T such that
any vertex not in X either dominates or is dominated by all of the vertices in X. We caracterize the tournaments
such that the only non empty acyclic intervals are the singletons and which are critical for that property, that is
whenever a vertex is removed at least one acyclic interval with more than 2 vertices is created. These tournaments
are exactly those which are the composition of any tournament with circulant tournaments. That work on acyclic
intervals was motivated by the study of tournaments for which no median order forced itself naturally. To cite
this article: J.F. Culus, B. Jouve, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 340 (2005).
1. Introduction
Dans un graphe oriente´, on dira qu’un sommet i pre´ce`de (ou domine) un sommet j s’il existe un arc
oriente´ de i vers j. Le sommet j est alors un successeur de i. L’ensemble des successeurs de i est note´
N+(i). Un n-tournoi T est un graphe oriente´ a` n sommets tel que pour tout couple de sommets distincts
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{i, j}, soit i domine j soit j domine i. Un intervalle X de T est un ensemble de sommets de T tel
que tout sommet exte´rieur a` X domine ou est domine´ par tous les sommets de X . De nombreux noms
existent pour qualifier les intervalles [4] : ensembles convexes, composantes, module, etc. J.H Schmerl
et W.T. Trotter [7] puis P. Ille [2] se sont inte´resse´s aux tournois inde´composables, c’est-a`-dire dont
les intervalles sont soit vides, soit des singletons, soit contiennent tous les sommets du tournoi. Dans
[2] sont notamment caracte´rise´s les tournois critiquement inde´composables, c’est-a`-dire qui ne sont plus
inde´composables lorsqu’on leur supprime un sommet quelconque.
Paralle`lement a` ce travail, V. Neumann-Lara a e´tudie´ les tournois dits critiquement r-dichromatiques [6].
Un tournoi est r-dichromatique si une partition de ses sommets en sous-ensembles acycliques (c’est-a`-dire
sans circuit, qui induisent donc des ordres totaux) contient au minimum un nombre r de sous-ensembles.
Il est critiquement r-dichromatique si ce nombre diminue strictement lorsqu’on supprime un sommet
quelconque du tournoi. Une famille infinie de tels tournois est construite dans [6].
Nous e´tudions ici les partitions de sommets qui satisfont aux deux contraintes, c’est-a`-dire dont les
sous-ensembles sont des intervalles acycliques. Nous caracte´risons les tournois dont tous les intervalles
acycliques non vides sont des singletons et qui sont critiques pour cette proprie´te´, c’est-a`-dire que la
suppression d’un sommet quelconque du tournoi donne naissance a` au moins un intervalle acyclique de
plus de 2 sommets. Ce travail sur les intervalles acycliques a e´te´ motive´ par la recherche de structures
ordonne´es dans des tournois pour lesquels aucun ordre me´dian ne s’impose naturellement [3].
2. Quelques re´sultats sur l’inde´composabilite´
Pour alle´ger l’e´criture, un tournoi dont les intervalles acycliques sont soit vides soit des singletons
est dit a-inde´composable. Un tournoi qui n’est pas a-inde´composable (resp. inde´composable) est dit a-
de´composable (resp. de´composable).
Pour n > 4, l’ensemble des n-tournois inde´composables est un sous-ensemble propre des tournois a-
inde´composables. Pour illustrer la diffe´rence entre inde´composabilite´ et a-inde´composabiblite´, prenons
l’exemple de n = 4 et n = 5. Il est facile de ve´rifier qu’aucun 4-tournoi n’est inde´composable mais que
deux sont a-inde´composables. Pour 5 sommets, un seul 5-tournoi est a-inde´composable et de´composable
(voir figure 1). Notons qu’il existe un intervalle acyclique contenant au moins deux e´le´ments si et seulement
Fig. 1. Les arcs non repre´sente´s sont oriente´s de bas en haut. Sont repre´sente´s les deux 4-tournois a-inde´composables et
les quatre 5-tournois a-inde´composables. Seul le 1er des 5-tournois est de´composable. Le 4e`me , note´
−→
C2, est critiquement
a-inde´composable. Les 2e`me et 3e`me sont critiquement inde´composables mais non critiquement a-inde´composables (voir
de´finitions paragraphe 3).
s’il existe deux sommets i et i+ tels que
N+(i+) = N+(i) \ {i+} (1)
Ceci permet d’affirmer par exemple que les tournois re´guliers sont a-inde´composables. En ajoutant une
source a` un tournoi re´gulier d’ordre n on obtient un tournoi a-inde´composable d’ordre n + 1 et on
2
construit ainsi facilement des tournois a-inde´composables d’ordres quelconques. A la diffe´rence des tour-
nois inde´composables, les a-inde´composables ne sont pas ne´cessairement fortement connexes.
Notons enfin, graˆce a` l’e´quation (1), que pour savoir si un tournoi est a-inde´composable il suffit de com-
parer 2 a` 2 les listes des successeurs en chaque sommet. La constitution de ces listes ainsi que leurs
comparaisons se fait na¨ıvement en O(n2). C’est le meˆme ordre de complexite´ pour ve´rifier qu’un tournoi
est inde´composable [5]. Enfin notons que la probabilite´ qu’un tournoi soit inde´composable tend vers 1
lorsque n →∞. Il en est de meˆme pour la a-inde´composabilite´.
3. Tournois critiquement a-inde´composables
Dans toute la suite, sauf indication contraire, T de´signera un tournoi critiquement a-inde´composable.
Cela suppose donc que pour tout sommet u, T −u est a-de´composable et donc il existe deux sommets iu
et ju de T qui ont meˆmes successeurs et pre´de´cesseurs dans T − u. Construisons un nouveau graphe G
dont les sommets sont ceux de T et les areˆtes les iuju. On ve´rifie facilement par l’absurde que
u = v ⇔ {iu, ju} = {iv, jv} (2)
Nous dirons que le sommet u et l’areˆte iuju sont associe´s. Par exemple, le graphe G associe´ au dernier
5-tournoi de la figure 1 est le cycle e´le´mentaire de longueur 5. Notons que la de´finition meˆme d’une areˆte
associe´e entraˆıne que u /∈ {iu; ju}. Le 1
er lemme qui suit permet de comprendre comment G se construit
et est la clef des preuves des re´sultats suivants.
Lemme 3.1 Quel que soit u sommet de G, toute areˆte uv de G est associe´e a` l’un des sommets iu ou
ju.
Preuve. Supposons que v = iu, que nous avons le chemin v = iu → u → ju et notons w le sommet associe´
a` l’areˆte uv. Quelle que soit l’orientation de l’arc uw, un des 2 chemins iu → u → w ou ju → u → w est
cre´e´. L’unicite´ de l’areˆte associe´e iuju entraˆıne w = ju. Si v 6= iu, comme iu et ju ont meˆmes successeurs
et pre´de´cesseurs dans T − u, le sous-tournoi induit par u, v, iu et ju dans T est l’un des deux de la figure
2 et le re´sultat en de´coule. 2
Fig. 2. L’areˆte uv peut eˆtre oriente´e au choix dans un des deux sens.
Lemme 3.2 G ne contient pas d’e´toile a` 3 branches.
Preuve. On suppose qu’un sommet x de G est voisin dans G de 3 sommets u, v et w. D’apre`s le lemme
pre´ce´dent chacune des 3 areˆtes xu, xv et xw est donc associe´e a` l’un des sommets ix ou jx. Ceci est
impossible en vertu de l’e´quivalence (1). 2
Comme G a autant de sommets que d’areˆtes il contient au moins un cycle. Ce re´sultat associe´ au lemme
pre´ce´dent permet d’affirmer :
Lemme 3.3 Les composantes connexes de G sont des cycles e´le´mentaires sans corde.
Enfin un dernier lemme pre´cisant la structure de ces composantes :
Lemme 3.4 Les 3 sommets u, iu et ju sont dans une meˆme composante connexe C de G.
Preuve. Raisonnons par l’absurde en supposant que u n’est pas dans la meˆme composante connexe que
son areˆte associe´e. Les deux extre´mite´s de n’importe quelle autre areˆte de G sont soit toutes les deux des
3
successeurs soit toutes les deux des pre´de´cesseurs de u. Ce re´sultat s’e´tend bien-suˆr a` toute chaˆıne de G,
en particulier au comple´mentaire de iuju a` C. On aboutit alors a` la contradiction que iu et ju sont soit
tous les deux des successeurs soit tous les deux des pre´de´cesseurs de u. 2
Proposition 3.5 Les cycles de G sont de longueurs impaires.
Preuve. Notons C = (x0, x1, · · · , xk) un cycle de G et supposons que x0 est associe´e a` une areˆte xlxl+1.
D’apre`s le lemme 3.1, l’areˆte x0x1 est associe´ a` xl+1 ou a` xl.
1er cas : supposons que ce soit a` xl+1 et notons cette association xl+1 ∼ x0x1. On utilise le lemme 3.1
pour ite´rer le processus. A partir de {x0 ∼ xlxl+1 et xl+1 ∼ x0x1} on obtient successivement {x1 ∼
xl+1xl+2 et xl+2 ∼ x1x2}, {x2 ∼ xl+2xl+3 et xl+3 ∼ x2x3}, · · ·. Comme tout sommet de C doit eˆtre
associe´ a` une et une seule areˆte de C, le processus doit se terminer par {xl ∼ xkx0 et xk ∼ xl−1xl}. Donc
k est pair et k = 2l.
2e`me cas : Le cas xl ∼ x0x1 engendre un processus impossible. En effet, seule une partie du cycle est
parcourue, les sommets et les areˆtes associe´es se rapprochant pour arriver a` une situation ou` un sommet
est associe´ a` une areˆte dont il est une extre´mite´. 2
Caracte´risons enfin les tournois critiquement a-inde´composables a` l’aide des tournois circulants. Le tournoi
circulant note´
−→
Ck est le tournoi a` 2k + 1 sommets dont les arcs sont les ij avec 1 6 j − i 6 k ou` j − i est
conside´re´ modulo 2k + 1. Etant donne´ un cycle C = (x0, x1, · · · , x2k) de G, la de´monstration du lemme
pre´ce´dent montre que
∀i ∈ {0; · · · ; 2k} , xi ∼ xk+ixk+i+1
ou` k + i et k + i + 1 sont conside´re´s modulo 2k + 1. On en de´duit alors
Proposition 3.6 Soit C est un cycle de G de longueur 2k + 1, le sous tournoi induit par les sommets
de C dans T est
−→
Ck.
En conclusion, l’ensemble des sommets d’un tournoi critiquement a-inde´composable est donc partition-
nable en sous-ensembles induisant chacun un sous-tournoi circulant. Le tournoi e´tant critique les arcs
entre deux quelconques de ces sous-tournois, disons T1 et T2, sont tous oriente´s dans le meˆme sens, de
T1 vers T2 ou de T2 vers T1. Ce re´sultat s’e´nonce formellement a` l’aide de composition de tournois. Si t
est un tournoi a` n sommets et T1, · · · , Tn n tournois quelconques, on note t[T1, · · · , Tn] le tournoi obtenu
a` partir de t en remplac¸ant le ie`me sommet par Ti de telle sorte que les arcs entre les sommets de Ti et
ceux de Tj sont oriente´s dans le sens de l’arc ij de t. On a alors :
The´ore`me 3.7 Les tournois critiquement a-inde´composables sont les tournois de la forme t[
−→
Ck1 , · · · ,
−→
Ckp ],
ou` p ∈ N, (k1, · · · , kp) ∈ (N
∗)
p
et t est un tournoi quelconque a` p sommets.
En regard de [1], on peut donc affirmer que
−→
Ck est l’unique tournoi a` 2k + 1 sommets qui est a` la fois
critiquement a-inde´composable et critiquement inde´composable.
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